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❙✐♥❝❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ●✐r❛r❞✬s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s
✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ▲▲P ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s✉❝❤ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐s ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✿ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr✉t❤s t②♣❡
❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■t ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❈✉rr②✕❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t♦
❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ P❛r✐❣♦t✬s λµ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ❍❡r❜❡❧✐♥✬s λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝❛❧❝✉❧✐
♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t♣✉ts✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❡r♠ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s r❡✢❡❝t✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❡❞
str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡♥❥♦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ ▲▲P✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s
✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢ ♥❡ts st✉❞✐❡❞ ❜② ❉❛♥♦s ❛♥❞ ❘❡❣♥✐❡r ❬✾✱ ✶✵❪✳
❋r♦♠ ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❡①t❡♥❞s t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ●✐r❛r❞✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
s♣❛❝❡s ❬✼❪ ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♣❛❝❡s ❡q✉✐♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ `✲♠♦♥♦✐❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝s
♦❢ ▲▲P ❬✽❪✿ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ♦♥ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❛t
♦♥ t❤❡✐r s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ✭❜❛s✐❝❛❧❧② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✮✳ ❲♦r❦ ❜② ▲❛✉r❡♥t ❛♥❞ ❘❡❣♥✐❡r
❬✶✶❪ ❧❛t❡r s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s✿ t❤❡ `✲♠♦♥♦✐❞s ♦❢ ❛ ▲❛❢♦♥t ❝❛t❡❣♦r② ❬✶✷❪
❢♦r♠ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲▲P✳
P♦❧❛r✐③❡❞ ❈♦str✉❝t✉r❛❧ ❘✉❧❡s✳ ■♥ s❤♦rt✱ ❉✐▲▲ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s②♠♠❡tr② ♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
t②♣❡s✱ ✇✐t❤ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦♦❢s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ▲▲P ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❜② ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❡①✲
t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥t❡rt❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈✉rr②✕❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞
✐ts ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳
❆ ✜rst r❡s✉❧t ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪✿ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ λµ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ λµ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❡♥❥♦②✐♥❣ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡
❛♥❞ str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡❞ t❡r♠s✿ t❤❡ ❞❡✜♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✇✐t♥❡ss❡s ❛
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ♥❡✇ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ♥♦t ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✶✸❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ r✉❧❡s ♦❢ ❉✐▲▲ ❛♥❞ ▲▲P✱ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❝✉t ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦✈❡r❡❞ ❜②
✷
t❤❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ ❉✐▲▲ ♦r ▲▲P✿ t❤✐s ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ λµ✲
❝❛❧❝✉❧✉s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧❧② t❤❛t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ❉✐▲▲ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ λµ✲❝❛❧❝✉❧✉s
✐♥ ▲▲P✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✇❡ r❛t❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❉◆✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❜✉t ❛❧s♦
❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♣r❡s❡r✈❡s
t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉✐▲▲✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❣✉✐❞✐♥❣ ❧✐♥❡s ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✿ s②♠♠❡tr②
❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❉✐▲▲
❛♥❞ ▲▲P✿ ❜♦t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✜♥✐t❡♥❡ss s♣❛❝❡s ❛r❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❧✐❡s ●✐r❛r❞✬s ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ▼♦r❡✿ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s✱ ❞✉❛❧✐t② ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
t♦ ❞❡❞✉❝❡✱ ✐♥ ❛ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢
♣♦❧❛r✐③❡❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✿ ❥✉st r❡✈❡rs❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤✐s st✉❞②✿ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t
❜♦t❤ ❉✐▲▲ ❛♥❞ ▲▲P ✐♥ ❛ ♣✉r❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥t②♣❡❞✮ s❡tt✐♥❣✱ s♦ t❤❛t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞
❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② s②♠♠❡tr②✱ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❡❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛
`✲♠♦♥♦✐❞ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❡❛s② t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❢r♦♠ t❤✐s s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛♣❡r
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❡♥❞ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤♦✉❣❤t✳
■♥ ❬✶✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s✿ ✐♥t❡r♣r❡t
❍❡r❜❡❧✐♥✬s λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❬✶✹❪ t❤r♦✉❣❤ ▲▲P✱ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦✐❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
t❤❡ ❞❡♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥t❡①ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✉❛❧ t♦ t❡r♠s✳
❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♥❡ts ✭P❉◆✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t②♣✐♥❣ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s
♥❡✇ s②st❡♠ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❞❡♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❡①t❡♥❞s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❜♦t❤ ❉◆ ❛♥❞ ▲▲P✳
❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇s s❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P❉◆✳ ▲❛st✱ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❡①♣❧✐❝✐ts t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ P❉◆✱ ❛s ❤✐♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛
q✉✐❝❦ ❣❧✐♠♣s❡ ❛t ❤♦✇ t♦ ❜r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❛t s❡tt✐♥❣✳
✷ P♦❧❛r✐③❡❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ◆❡ts
P♦❧❛r✐③❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♥❡ts ✭P❉◆✮ ❛r❡ ❢♦r♠❛❧ ✜♥✐t❡ s✉♠s ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♥❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♠✉❧t✐♣♦rt ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ts✱ s✉❝❤ ❛s st✉❞✐❡❞ ❜② ▼❛③③❛ ❬✶✻❪ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛❢♦♥t ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢
s✐♠♣❧❡ P❉◆ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t❤♦s❡ ♦❢ ❉◆✱ ✐✳❡✳ ❉■◆ ♣❧✉s ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❜♦①❡s✳ ▼❛✐♥❧②✱ P❉◆ ❞✐✛❡r
❢r♦♠ ❉◆ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t②♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛①❡❞ ❜② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ♥❡✇ r✉❧❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ P❉◆ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ t②♣✲
✐♥❣✿ t❤✐s ✐s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝❧♦s❡❞ t❡r♠ λxµα 〈x , (x · α) ∗ α〉 ✭s❡❡
❜❡❧♦✇✮✳
◆❡ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛ s❡t Σ ♦❢ s②♠❜♦❧s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ α ∈ Σ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛r✐t②
a(α) ∈ N✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♥❡t ♦♥ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ✐s ❛ ❝✐r❝✉✐t ❜✉✐❧t ✉♣ ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✱
✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♥❡t
❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ❛ s②♠❜♦❧ ✐♥ Σ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✇✐r❡s✱ s♦ t❤❛t ❡✈❡r② ❝❡❧❧ c
✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ a(αc) + 1 ✇✐r❡s✱ ✇❤❡r❡ αc ✐s t❤❡ s②♠❜♦❧ ♦❢ c✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ✇✐r❡s ✇✐t❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣
❡♥❞s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❧♦♦♣ ✇✐r❡s✳ ❚❤❡ ❡♥❞s ♦❢ ✇✐r❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦rts ✭❛ ❧♦♦♣ ✐s ❛ ✇✐r❡ ✇❤♦s❡ ♣♦rts
❛r❡ ❡q✉❛❧✮✳ ❍❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣♦rt ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❝❡❧❧ ♣♦rt✱ ♦r ❛ ❧♦♦♣ ♣♦rt✱ ♦r ❛ ❢r❡❡ ♣♦rt ✭♦❢ ❛ ❞❛♥❣❧✐♥❣
✇✐r❡✮✳ ❚❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♠❛tt❡rs✿ ❝❡❧❧ ♣♦rts ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✳ ■❢ c ✐s
❛ ❝❡❧❧✱ ✇❡ ✇r✐t❡ c0, . . . , ca(αc) ❢♦r ✐ts ♣♦rts✳ P♦rt c0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t✱ ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♣♦rt ♦❢ c❀ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣♦rts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜②
tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦rt ♣✉t ♦♥ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r②
♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡❞❣❡✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ♥❡t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ❢r❡❡ ♣♦rts✳ ❆ ♥❡t µ ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t [µ1, . . . , µn]
♦❢ s✐♠♣❧❡ ♥❡ts s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ µ✳ ■❢
µ ❛♥❞ µ′ ❛r❡ ♥❡ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛❞❞✐t✐✈❡❧② t❤❡✐r ♠✉❧t✐s❡t ✉♥✐♦♥ µ+ µ′✳
❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② 0 t❤❡ ❡♠♣t② ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♥❡ts✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣t② s✐♠♣❧❡ ♥❡t ε✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♠♣t②✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❡❧❧s ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞✿ ❛ ❜♦① ✐s ❛ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧ µ!✱ ✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♥❡t
✇❤♦s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♣♦rts ♦❢ t❤❡ ❜♦①✲❝❡❧❧✳ ❆ ❜♦① µ! ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ µ✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦rt ❜② ❛ ❝✐r❝❧❡❞ ❡①❝❧❛♠❛t✐♦♥ ♠❛r❦✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛
s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ! ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❜♦①❡s✿ Σ! =
⋃
Σ(n)✱ ✇❤❡r❡
Σ(0) = Σ✱ ❛♥❞ ✐❢ Σ(n) ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❡ s❡t Σ(n+1) = Σ(n)∪{µ!; µ! ✐s ❛ ❜♦① s②♠❜♦❧ ✇✐t❤ µ ❛ ♥❡t ♦♥ Σ(n)}✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❜♦①❡s ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s✉♠s✱ s✐♥❝❡ ❜♦① s②♠❜♦❧s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s✐♠♣❧❡ ♥❡ts✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ∆0 ♦❢ P❉◆ ♦❢ ❞❡♣t❤ 0 ✐s t❤❛t ♦❢ ❊❤r❤❛r❞✕❘❡❣♥✐❡r✬s ❉■◆
❬✶❪✿ ❜✐♥❛r② s②♠❜♦❧s t❡♥s♦r ⊗✱ ♣❛r `✱ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❝ ❛♥❞ ❝♦❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♠❀ ✉♥❛r② s②♠❜♦❧s
❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ ❞ ❛♥❞ ❝♦❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ ∂❀ ❛♥❞ ♥✉❧❧❛r② s②♠❜♦❧s ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ✇ ❛♥❞ ❝♦✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ✉✳ ❚❤❡♥
t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛❧❧ P❉◆ ✐s ∆ = ∆!0✳
❚②♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❣r❛♠♠❛rs✿
♥❡❣❛t✐✈❡✿ M,N ::= X |M `N | ?P
♣♦s✐t✐✈❡✿ P,Q ::= X⊥ | P ⊗Q | !N
✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ❞✉❛❧✐t②✿ X⊥⊥ = X✱ (M ` N)⊥ = N⊥ ⊗ M⊥ ❛♥❞
(?P )⊥ = !P⊥✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧
✐♠♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✮ t❤r♦✉❣❤ ●✐r❛r❞✬s tr❛♥s❧❛t✐♦♥
A⇒ B = !A⊸ B ❛r❡ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦♥❡s✱ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
♥❡❣❛t✐✈❡✿ A,B ::= X | ?A⊥ `B ✇❤②✲♥♦t✿ ?A⊥
♣♦s✐t✐✈❡✿ A⊥, B⊥ ::= X⊥ | A⊥ ⊗ !B ♦❢✲❝♦✉rs❡✿ !A
✹
P ⊗Q
P Q
⊗
M `N
M N
`
?P
P
❞
!N
N
∂
N
N N
❝
N
✇
P
P P
♠
P
✉
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚②♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ s✐♠♣❧❡ P❉◆
❚❤❡s❡ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ P✉r❡ t②♣❡s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❛♥♦s ❬✾❪
❛♥❞ ❘❡❣♥✐❡r ❬✶✵❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ♣✉r❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢r❡❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t o✱ s✉❜❥❡❝t
t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ o = o ⇒ o✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ t②♣❡ ❛❧❧ ♣✉r❡ λ✲t❡r♠s✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s t♦
o = !o⊸ o = ?o⊥ ` o✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛s✿ o ✐ts❡❧❢ ✭t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❡r♠s✮✱ i = o⊥
✭✐ts ❞✉❛❧✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥t❡①ts✮✱ !o ✭t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts✮ ❛♥❞ ?i ✭t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳
■♥ ❛ ♣✉r❡ s❡tt✐♥❣✱ o ✭r❡s♣✳ i✱ !o✱ ?i✮ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦❢✲❝♦✉rs❡✱ ✇❤②✲♥♦t✮
❢♦r♠✉❧❛✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❝❤❡t②♣❛❧ ♦♥❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❆ t②♣✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ P❉◆ ✐s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ t②♣❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦r✐❡♥t❡❞
✇✐r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡ ♥❡❣❛t❡s t❤❡ t②♣❡✱ ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐♥❣ s♦♠❡
t②♣✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ s✐♠♣❧❡ P❉◆ ♦❢ ❞❡♣t❤ 0
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✇❤❡r❡ t②♣❡s ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■❢ I = p1, . . . , pk ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♥❡t µ✱ ✐✳❡✳ ❛ ❧✐st ♦❢ ✐ts ❢r❡❡ ♣♦rts✱ ❛♥❞ ✐❢ Γ = γ1, . . . , γk ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ t②♣❡s✱
t❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ µ ⊢I Γ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ t②♣✐♥❣ ♦❢ µ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ t②♣❡ ❛t ♣♦rt pi ✐s γi✳
❲❡ ❡①t❡♥❞ t②♣✐♥❣ t♦ ❛❧❧ P❉◆✱ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r s✉♠s ❛♥❞ ❜♦①❡s✿ ✐❢ µ =
∑m
j=1 µj
✐s ❛ ♥❡t ✇✐t❤ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ I✱ t❤❡♥ µ ⊢I Γ ❛s s♦♦♥ ❛s✱ ❢♦r ❛❧❧ j✱ µj ⊢I Γ❀ ✐❢ ♠♦r❡♦✈❡r
I = {0, . . . , n}✱ Γ = N,N1, . . . , Nn ❛♥❞ µ ⊢I Γ✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛ ❜♦① b ♦❢ s②♠❜♦❧ µ
!✱ ✇❡ ❤❛✈❡
b ⊢b0,...,bn !N,N1, . . . , Nn ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ ▲▲P✮✳
◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦❧❛r✐③❡❞ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ ❝❡❧❧s✳ ❋r♦♠ t❤✐s
♣♦❧❛r✐③❡❞ t②♣✐♥❣✱ ♦♥❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❞❡❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✭r❡s♣✳ ♣✉r❡✮ t②♣❡ s②st❡♠
❢♦r P❉◆✳
❈✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦rts ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ s♦♠❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐✈❡✿ t❤❡s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❛❝t✐✈❡ ♣♦rt ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❜♦① ❝❡❧❧
✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦♥❡❀ ❜② ❝♦♥tr❛st✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦rts ♦❢ ❛ ❜♦① ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❆ ❝✉t ✐♥ ❛ ♥❡t ✐s ❛ ✇✐r❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❡ ♣♦rts ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❝❡❧❧s✿ ❛ r❡❞❡① ✐s t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t✇♦ ❝❡❧❧s c✱ d ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❛❝t✐✈❡
♣♦rts i ♦❢ c ❛♥❞ j ♦❢ d✱ s✉❝❤ t❤❛t
[
ci, dj
]
✐s ❛ ✇✐r❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ❛ r❡❞❡① ❜②
〈
ci , dj
〉
✳ ❋♦r
❡❛❝❤ t②♣❛❜❧❡ r❡❞❡①
〈
ci , dj
〉
✱ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❣✐✈❡s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥❡t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s②♠❜♦❧s
αc ❛♥❞ αd✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦rt ✐♥❞✐❝❡s i ❛♥❞ j✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ♣♦rts ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♥❡t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ♣♦rts ♦❢ t❤❡ r❡❞❡①✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦rts ♦❢ c ❛♥❞ d ♠✐♥✉s ci ❛♥❞ dj ✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛t ❞❡♣t❤ 0✳ ■❢ µ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♥❡t✱
〈
ci , dj
〉
✐s ❛ r❡❞❡①
♦❢ µ ❛♥❞
∑n
k=1 νk ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t ♦❢
〈
ci , dj
〉
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ µ→0
∑n
k=1 µ
′
k✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ µ′k ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♥❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ✇✐r❡
[
ci, dj
]
❛♥❞ ❝❡❧❧s c ❛♥❞ d ❢r♦♠
µ✱ t❤❡♥ ♣❧✉❣❣✐♥❣ νk ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ µ →0 µ
′ ❛s s♦♦♥ ❛s
µ =
∑n
i=0 µi ❛♥❞ µ
′ =
∑n
i=0 µ
′
i✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ µi ✐s s✐♠♣❧❡✱ µ0 →0 µ
′
0 ❛♥❞✱ ❢♦r i ∈ {1, . . . , n}✱
µi →0 µ
′
i ♦r µ
′
i = µi✳
❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛t ❛♥② ❞❡♣t❤✳ ❆ss✉♠❡ →n ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡♥ ✐❢ µ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♥❡t✱
µ →n+1 µ
′ ✐❢ µ →0 µ
′✱ ♦r ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥❡ts ν ❛♥❞ ν′ s✉❝❤ t❤❛t ν →n ν
′ ❛♥❞ µ′ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✺
❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ❜♦① ✇✐t❤ s②♠❜♦❧ ν! ✐♥ µ ✇✐t❤ ❛ ❜♦① ♦❢ s②♠❜♦❧ ν′!✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ →n+1 ♦♥ s✉♠s
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ →0✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② s❡t µ→ µ
′ ✐❢ µ→n µ
′ ❢♦r s♦♠❡ n✳
❲❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ●r♦✉♣s
m ❛♥❞ e ❛r❡ t❤❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ●r♦✉♣s m
❛♥❞ r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉■◆ ✐♥ ❬✶❪❀ ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ d✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢
❉◆✱ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ●r♦✉♣s m✱ e ❛♥❞ p ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ▲▲P✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✽❪✿ ❣r♦✉♣ p
❛♥❞ r✉❧❡s e2,3,4 ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐♥ ♠❛♥② st❡♣s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ tr❡❡s ✈❡rs✉s str✉❝t✉r❛❧
r✉❧❡s ❛♥❞ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣♦rts ♦❢ ❜♦①❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♥❡✇ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ P❉◆ ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❣r♦✉♣
p′✳
■t ✐s ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✐✳❡✳ ❣r♦✉♣s m✱ r✱ p′ ❛♥❞ p ❡①❝❡♣t p3✱
❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥✢✉❡♥t ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆s ✜rst ♥♦t✐❝❡❞ ❜② ❚r❛♥q✉✐❧❧✐ ❬✺❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥
❧♦❝❛❧ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ d1 ✐s ♦♥❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✉♣✲t♦ s♦♠❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s
✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✮✿ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡
r✉❧❡ d1 ❢♦r❝❡s ✇❤✐❝❤ ♣❛ss✐✈❡ ♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t m r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛r❣✉♠❡♥t
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ∂✳
❆ ❢✉❧❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P❉◆ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ str♦♥❣
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ✐s ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r q✉❡st✐♦♥s ❢♦r ❉◆ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧
❛♥s✇❡r ✐♥ ❬✺❪✱ ♠✉❝❤ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ s❡tt❧❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✮✱ r❡♠❛r❦s ♦♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ✭s❡❝t✐♦♥
✺✮✳
✸ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❙❡♠❛♥t✐❝s
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✹❪✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠✉❧t✐s❡t ❜❛s❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ ✭t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s❡ts ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ❝❛rt❡s✐❛♥
♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠♦♥♦✐❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✜♥✐t❡
♠✉❧t✐s❡ts✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ r❡✢❡①✐✈❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ ❝❛t❡❣♦r② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ! ♠♦❞❛❧✐t②✳
■❢ X ✐s ❛ s❡t✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② M✜♥ (X) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ X✱ ❛♥❞ ❜②
M✜♥ (X)
(ω) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ξ = (ξ(i))i∈ω ♦❢ ♠✉❧t✐s❡ts ✐♥ M✜♥ (X) s✉❝❤ t❤❛t ξ(i) = []
❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ i ∈ ω✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢❛♠✐❧② (Dn)n∈N ♦❢ s❡ts ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ n✿
D0 = ∅ ❛♥❞ Dn+1 =M✜♥ (Dn)
(ω)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❡t D =
⋃
n∈NDn✳
■❢ a ∈ M✜♥ (D) ❛♥❞ α ∈ D✱ ✇r✐t❡ a ::α ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ β s✉❝❤ t❤❛t β(0) = a ❛♥❞
β(i + 1) = α(i) ❢♦r ❛❧❧ i ∈ ω✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ι t❤❡ ❝♦♥st❛♥t s❡q✉❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t ι(i) = [] ❢♦r
❛❧❧ i ∈ ω✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ D1 = {ι}✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ (a, α) 7→ a ::α ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
M✜♥ (D) × D t♦ D✱ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ι = [] :: ι✳ ❚❤✐s ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s D ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ r❡✢❡①✐✈❡
♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝❧♦s❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✲❑❧❡✐s❧✐ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ !✱ ❤❡♥❝❡ ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣✉r❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣✉r❡ ❉✐▲▲✿ t❤❡ ✜♥✐t❛r②
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❬✹❪ ✐s ❡❛s✐❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❜❛s❡ t②♣❡s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② D✱ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss
str✉❝t✉r❡✳
❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s ♦❜❥❡❝t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ P❉◆✱ ✜rst ❜② ❞❡✜♥✐♥❣
❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠♦♥♦✐❞ str✉❝t✉r❡ ♦♥ D✱ ✇✐t❤ ✉♥✐t ι✿ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ ω✱ s❡t (α⋆β)(i) = α(i)+β(i)✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✶❪✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣✉r❡ ▲▲P❀ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡①t❡♥❞s t♦ ❛ ♠♦❞❡❧
♦❢ P❉◆✳ ❲❡ ❝❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ t②♣❡ ❛♥② ❝♦✉♣❧❡ (γ, i)✱ ✇❤❡r❡ i ✐s ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐t 0 ♦r 1✱ ❛♥❞
✻
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ P❉◆
✼
a ::α
α a
⊗
a ::α
a α
`
a+ b
a b
❝
[α]
α
❞
[]
✇
a+ b
a b
♠
[α]
α
∂
[]
✉
α⋆β
α β
❝
ι
✇
α⋆β
α β
♠
ι
✉
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ t②♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❜♦① ❝❡❧❧s ♦❢ P❉◆
⊗ ✿ ⊗· · ·
µ1
· · ·
µ2
` ✿
` · · ·
µ1
❞✿
❞ · · ·
µ1
✇✿ ✇
· · ·
µ1
✉✿
✉
♠✿
♠· · ·
µ1
· · ·
µ2
❝✿
❝ · · ·
µ1
∂✿
∂ · · ·
µ1
cut✿
· · ·
µ1
· · ·
µ2
ax✿
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ P❉◆✳
γ ∈M✜♥ (D)∪D✳ ❲❡ s❡t t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♦♥ t②♣❡s t♦ ♥❡❣❛t❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐t✳ ❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱
✇❤❡♥ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ t②♣✐♥❣ ♦❢ ❛ P❉◆✱ ✇❡ ✜① t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐r❡s s♦ t❤❛t t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐t ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡ ✭s❛② 0✮✿ ♦♥ t❤❡s❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✇✐r❡s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ α
♦r a ♦❢ t❤❡ t②♣❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ t②♣✐♥❣ ♦❢ s✐♠♣❧❡ P❉◆ ♦❢ ❞❡♣t❤ 0 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳ ❚❤✐s ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧❧ P❉◆ ♦❢ ❞❡♣t❤ 0 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ µ =
∑n
i=1 µi ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ s✐♠♣❧❡
♥❡ts ✇✐t❤ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ I✱ t❤❡♥ µ ⊢I Γ ❛s s♦♦♥ ❛s µi ⊢I Γ ❢♦r s♦♠❡ i ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✲
✐❧② ❛❧❧✮✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣✐♥❣ ♦❢ ❜♦①❡s✳ ❲❡ ✇r✐t❡ µ : (γ1, . . . , γl ⊢I γ
′
1, . . . , γ
′
m)
✐❢ µ ⊢I (γ
′
1, 0), . . . , (γ
′
m, 0), (γ1, 1), . . . , (γl, 1)✳ ❆ss✉♠❡ I = 0, . . . , l + m ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ t②♣✲
✐♥❣s µ : (ai1, . . . , a
i
l ⊢I αi, β
i
1, . . . , β
i
m) ❢♦r i ∈ {1, . . . , n}✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ❜♦① b ♦❢ s②♠❜♦❧
µ!✱ ✇❡ ❤❛✈❡ b : (a1, . . . , al ⊢I [α1, . . . , αn] , β1, . . . , βm)✱ ✇❤❡r❡ aj =
∑n
i=1 a
i
j ❛♥❞ βk =∏n
i=1 β
i
k✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ P❉◆ ✐s t❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t t②♣✐♥❣s✿
JµKI = {((γ1, . . . , γl), (γ
′
1, . . . , γ
′
m)); µ : (γ1, . . . , γl ⊢I γ
′
1, . . . , γ
′
m)}✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ P❉◆ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥✳
Pr♦♦❢ ❖♥❡ s✐♠♣❧② ✐♥s♣❡❝ts t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦s t❤❛t t❤❡② ♣r❡s❡r✈❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
t②♣✐♥❣s✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❜② ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✳ 
✹ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧✐t②
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ❆ P❉◆ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♥❡ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✺✱ ♣❧✉s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦①❡s✱ ✇❤❡r❡ s✐♠♣❧❡ ♥❡ts µ1 ❛♥❞ µ2✱ ❛♥❞ ♥❡ts ✐♥s✐❞❡ ❜♦①❡s ❛r❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧✳ ■t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✇❡❛❦❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♠♦r❡♦✈❡r
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② P❉◆ ε ❛♥❞ t❤❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✮ ♦❢ s✐♠♣❧❡
♥❡ts ❛s ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡s✳
❆ ✜rst s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇ ❉❛♥♦s✲❘❡❣♥✐❡r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ▲❡t µ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ P❉◆✳ ❆ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ µ ✐s ❛ ❣r❛♣❤ G ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s t❤❡
♣♦rts ♦❢ µ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡❞❣❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡✈❡r② ✇✐r❡ ♦❢ µ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ✐♥ G❀ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ c ✐♥ µ✱
✽
✇✐t❤ s②♠❜♦❧ ` ♦r ❝✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ c0 ❛♥❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦rts ci✱ i > 0❀ ❢♦r
❡❛❝❤ ❝❡❧❧ d ✐♥ µ✱ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧ ♦t❤❡r t❤❛♥ ` ♦r ❝✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ d0 ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣♦rt
dj✱ j > 0✳ ❆ P❉◆ ν ✐s ❝♦rr❡❝t ✐❢ ❡✈❡r② s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♥❡t ν ✐♥ µ ✐s ❛❝②❝❧✐❝ ❛♥❞✱
✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ❡✈❡r② P❉◆ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❜♦① ❝❡❧❧ ♦❢ ν ✐s ❝♦rr❡❝t✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦rr❡❝t P❉◆ ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸ ❆ P❉◆ ✐s ✇❡❛❦❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐✛ ✐t ✐s ❝♦rr❡❝t✳
Pr♦♦❢ ❖♥❡ ❛❞❛♣ts ❡❛s✐❧② t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ❉❛♥♦s ✐♥ ❬✾❪ ❢♦r ▼❊▲▲ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ P❉◆✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ♦♥❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ♥❡ts✿ ❤❡r❡ ♠ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❧✐❦❡ ⊗✱ ∂
✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❧✐❦❡ ❞ ❛♥❞ ✉ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❧✐❦❡ ❛ t❡♥s♦r ✉♥✐t✳✶ 
❖♥❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▲❛✉r❡♥t
✐♥ ❬✽❪✱ ✐s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❡①❛❝t❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❣r❛♣❤s✳ ❚❤✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❡s ❤❡r❡✿ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡ ♦❢
❝♦❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ ❜r❡❛❦s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦
❧♦♥❣❡r ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❡✈❡r② t②♣❡❞ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♥❡t ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ t❤✐s
✇❛s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✽❪ ✭♣✉r❡ ♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ P❉◆ r❡t❛✐♥
t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✜rst ♥♦t❡❞ ❜② ❚r❛♥q✉✐❧❧✐ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❉◆ ❬✺❪✮✳
✺ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s
❲❡ ♥♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❬✶✺❪✳ ▲✐❦❡ ❍❡r❜❡❧✐♥✬s λ¯µ✲
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t s②♥t❛❝t✐❝ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ t❡r♠s ✭♣r♦♦❢s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥✲
❝❧✉s✐♦♥✮✱ ❝♦♥t❡①ts ✭♣r♦♦❢s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮ ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s ✭❝✉ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❝♦♥t❡①ts✮✳ ■t ♠♦r❡♦✈❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❜✐♥❛r②
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♥t❡①ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡❛♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✲
✐③❡❞ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ♦❢ P❉◆✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❝❧♦s❡❧② r❡s❡♠❜❧❡
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❬✶✽❪✳
✺✳✶ ❙②♥t❛①
❇❛s✐❝ ❙②♥t❛①✳ ❋✐① t✇♦ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡ts V ✭s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x, y, z✮
❛♥❞ N ✭s❡t ♦❢ ♥❛♠❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② α, β, γ✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❉❡✜♥❡ t❡r♠s✱ ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s ❜②✿
s ::= x | λx s | µα c ✭s✐♠♣❧❡ t❡r♠s✮
σ ::= α | S · e ✭st❛❝❦s✮
e ::= 1 | σ ∗ e ✭s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t❡①ts✮
c ::= 〈s , e〉 ✭s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✮
S ::= 0 | s+ S ✭t❡r♠s✮
E ::= 0 | e+ E ✭❝♦♥t❡①ts✮
C ::= 0 | c+ C ✭❝♦♠♠❛♥❞s✮ .
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❡r♠s✱ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❝♦♥t❡①ts ✉♣ t♦ ♣❡r♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ s✉♠ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱
❡✳❣✳✱ s + (s′ + S) = s′ + (s + S)✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t❡①ts ✉♣ t♦ ♣❡r♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✿ ❡✳❣✳✱ α ∗ ((S · e) ∗ e′) = (S · e) ∗ (α ∗ e′)✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s
♣r❡s❡r✈❡ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♥❛♠❡s✿ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
✶❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ♥♦t ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♥✐ts✿ 1 ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
⊥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ P❉◆✱ 1 ✭r❡s♣✳ ⊥✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✉
✭r❡s♣✳ ✇✮✳
✾
◆♦t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✐♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥② s✐♠♣❧❡ t❡r♠✱ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t❡①t ♦r s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞✱
❛♥❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥② t❡r♠✱ ❝♦♥t❡①t ♦r ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ✜♥✐t❡ s✉♠s ♦❢
♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❚❤✉s s✉♠ + ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❡r♠s✱ ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t 0
✐s ♥❡✉tr❛❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❛r❜✐tr❛r② ✜♥✐t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t❡①ts✱ ✇✐t❤
✉♥✐t 1✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞ ♦✉r s②♥t❛❝t✐❝ ❝♦♥str✉❝ts ❜② ❧✐♥❡❛r✐t②✿
λx (
∑n
i=1 si) =
∑n
i=1 λx si
µα (
∑r
l=1 cl) =
∑r
l=1 µα cl
S · (
∑p
j=1 ej) =
∑p
j=1 S · ej
(
∑p
j=1 ej) ∗ (
∑q
k=1 fk) =
∑p
j=1
∑q
k=1 ej ∗ fk〈∑n
i=1 si ,
∑p
j=1 ej
〉
=
∑n
i=1
∑p
j=1 〈si , ej〉 .
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s S · E ♦❢ t❡r♠ S ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t E ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ t❡r♠✿ t❤✐s ✐s
t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s✿ ❡✳❣✳✱ λx s ❞❡♥♦t❡s ❜♦t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ t❡r♠ ✐♥ ♦✉r
❜❛s✐❝ s②♥t❛①✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λx (s+ 0) ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❤❛r♠❧❡ss
s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ✇r✐t✐♥❣s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s ✭r❡s♣✳ ❝♦♥t❡①ts✱ ❝♦♠♠❛♥❞s✮ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡ ♠♦♥♦✐❞✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥t❡①ts ✐s ♠♦r❡♦✈❡r ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
r✐❣ ✭✐✳❡✳ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r✐♥❣✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐ts ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡✮✱
✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥ + ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∗✳ ❆❧s♦✱ λ✲ ❛♥❞ µ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r✱ ❝♦♥s ✐s ❧✐♥❡❛r
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ❝✉t ✐s ❜✐❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡
❝❛♣t✉r❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ♦❢ ❛ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ❛ ♥❛♠❡✮ ✐♥ ❛♥
♦❜❥❡❝t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✉s✉❛❧✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♦❜❥❡❝ts✳
✺✳✷ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❢r♦♠ ❬✶✺❪✱ ✇❡ ♠❛❦❡
❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ P❉◆✱ ✜rst ✐♥ ❛ t②♣❡❞ s❡tt✐♥❣✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ❚❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ P❉◆✿ t♦ ❡❛❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ Γ ⊢ s : A | ∆ ✭r❡s♣✳
Γ | e : A ⊢ ∆✱ c : (Γ ⊢ ∆)✮✱ ✇❤❡r❡ Γ = x1 : A1, . . . , xn : An ❛♥❞ ∆ = α1 : B1, . . . , αp : Bp✱ ✇❡
❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ✐♥t✉t✐♦♥✐st✐❝ s❡q✉❡♥t✐❛❧ P❉◆
A
B1
α1
·
·
·
Bp
αp!A1x1
·
·
·
!An
xn
s

r❡s♣✳
B1
α1
·
·
·
Bp
αp
A
!A1x1
·
·
·
!An
xn
e ,
B1
α1
·
·
·
Bn αp
!Anxn ·
·
·
!A1
x1
c

 .
❋♦r s✉♠s ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡ ♠♦r❡♦✈❡r ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s✿
{Γ ⊢ si : A | ∆}i=1,...,n
Γ ⊢
∑n
i=1 si : A | ∆
{Γ | ei : A ⊢ ∆}i=1,...,n
Γ |
∑n
i=1 ei : A ⊢ ∆
{ci : (Γ ⊢ ∆)}i=1,...,n∑n
i=1 ci : (Γ ⊢ ∆)
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉♠ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t 0 ❧✐✈❡s
✐♥ ❛❧❧ t②♣❡s ❛♥❞ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② P❉◆ 0 ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥t♦ ♣✉r❡
t②♣❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ P❉◆✳ ▲✐❦❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ♠❡❛♥t ✉♣✲t♦ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦♥ P❉◆✳
✶✵
Γ, x : A ⊢ x : A | ∆
✇
·
·
·!Γ
✇
✇
·
·
·
∆
✇
!A
x
A
❞
Γ, x : A ⊢ s : B | ∆
Γ ⊢ λx s : A⇒ B | ∆ B
·
·
·
∆
·
·
·!Γ
!A x
s
?A⊥ ` B
`
Γ | α : A ⊢ α : A,∆
✇
·
·
·!Γ
✇
✇
·
·
·
∆
✇
A
α
c : (Γ ⊢ α : A,∆)
Γ ⊢ µα c : A | ∆
A
α
·
·
·
∆··
·!Γ c
Γ ⊢ s : A | ∆ Γ | e : B ⊢ ∆
Γ | s · e : A⇒ B ⊢ ∆
·
·
·
B
·
·
·
e
!A
·
·
··
·
·
A
·
·
··
·
· s
!
❝
·
·
·
∆
❝
❝
·
·
·!Γ
❝
?A
⊥ `
B
⊗
Γ ⊢ s : A | ∆ Γ | e : A ⊢ ∆
〈s , e〉 : (Γ ⊢ ∆)
A
·
·
··
·
· s
·
·
··
·
·
e
❝
·
·
·
∆
❝
❝
·
·
·!Γ
❝
Γ | 1 : A ⊢ ∆
✇
·
·
·!Γ
✇
✇
·
·
·
∆
✇
A
✉
Γ | σ : A ⊢ ∆ Γ | e : A ⊢ ∆
Γ | σ ∗ e : A⇒ B ⊢ ∆
·
·
··
·
·
σ
·
·
··
·
·
e
❝
·
·
·
∆
❝
❝
·
·
·!Γ
❝
A
♠
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚②♣✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ P❉◆✳
✶✶
❝✇
∼= ♠
✉
∼= · · ·
µ✇
· · ·
!
∼=
· · ·
· · ·
µ
!
✇
❝ ∼=
❝ ♠ ∼=
♠
· · ·
µ
· · ·
!
∼=
· · ·
· · ·
µ
!
❝
❝
∼=
❝
❝
♠
♠
∼=
♠
♠
· · ·
µ
❝
· · ·
!
∼=
· · ·
· · ·
µ
!
❝
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ P❉◆
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ∼= ♦❢ P❉◆✱ ❛s t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝✱
tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✼✳
❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❘❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥② tr✐♣❧❡ r ♦❢ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❡r♠s✱ ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❡❛❝❤ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✿ ❧❡t • ❞❡♥♦t❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝t θ ✐♥
♦❜❥❡❝t Θ✱ t❤❡♥ θ r Θ′ ✐♠♣❧✐❡s Θ r Θ [Θ′/•]✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ → ✐s t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♥t❡①t✉❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t✿
〈µα c , e〉 → c [e/α] ✭✶✮
〈λx s , (S · e) ∗ f〉 → 〈λy µα 〈s [y + S/x] , α ∗ e〉 , f〉 ✭✷✮
〈λx s , 1〉 → 〈s [0/x] , 1〉 ✭✸✮
✇✐t❤ y ❛ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ α ❛ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡ ✐♥ ✭✷✮✳
■♥ ❬✶✺❪✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ■t ❛❧s♦ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪
t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛r❡ ❛❧❧ str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✿ ♦♥❡
❛❞❛♣ts t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② P♦❧♦♥♦✇s❦✐ ✐♥ ❬✷✵❪ ❢♦r λ¯µµ˜✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤
❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ P❉◆✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ❚❤❡ P❉◆ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❜✜❣✉r❡s ✭❛✮✱ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✽ r❡❞✉❝❡
t♦ P❉◆ str✉❝t✉r❛❧❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② c [e/α]✱ c [0/x]✱ c [y + z/x] ❛♥❞
c [T/x]✱ ✇❤❡r❡✿ c : (Γ ⊢ α : A,∆) ❛♥❞ Γ | e : A ⊢ ∆ ✐♥ ❝❛s❡ ✭❛✮❀ c : (Γ, x : A ⊢ ∆) ✐♥ ❝❛s❡s
✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮❀ y ❛♥❞ z ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❝❛s❡ ✭❝✮❀ Γ ⊢ T : A | ∆ ✐♥ ❝❛s❡ ✭❞✮✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✺ ❚❤❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ P❉◆ ✉♣✲t♦ str✉❝t✉r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✐♠✉✲
❧❛t❡s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳
Pr♦♦❢ ❇② ❝♦♥t❡①t ❝❧♦s✉r❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❞❡①❡s✳ ❋♦r 〈µα c , e〉 →
c [e/α]✱ ❝❛s❡ ✭❛✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ❛♣♣❧✐❡s ❞✐r❡❝t❧②✳ ❋♦r 〈λx s , 1〉 → 〈s [0/x] , 1〉✱ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝✉t
〈✉ ,`〉✱ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ❝❛s❡ ✭❜✮✳ ❋♦r 〈λx s , (S · e) ∗ f〉 → 〈λy µα 〈s [T + y/x] , e ∗ α〉 , f〉✱ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❝✉t 〈♠ ,`〉 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② 〈⊗ ,`〉❀ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ❝❛s❡ ✭❝✮ ✇✐t❤ ❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s y ❛♥❞ z✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❝❛s❡ ✭❞✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ P❉◆ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ 〈λy µα 〈s [y + z/x] [T/z] , e ∗ α〉 , f〉✳ 
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ P❉◆ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s
❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❬✶✺❪ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡♥♦t❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s s❡♠❛♥t✐❝s ❝❛♥
❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ P❉◆✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♣✉r❡ t②♣❡❞ P❉◆ ✐♥ D✳
✺✳✸ ❚♦✇❛r❞s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s
◆♦t✐❝❡ t❤❛t 〈λx s , (T · e) ∗ (U · f)〉 →∗ 〈s [T + U/x] , e ∗ f〉✳ ■♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❝♦♥t❡①t (T · e) ∗
(U · f) s✐♠✉❧❛t❡s (T +U) · (e ∗ f)✱ ❛s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦♥t❡①ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✭s❡❡ ❬✶✺❪✮✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦t❛t✐♦♥s S! = S · 1 ❛♥❞
↑e = 0 · e s♦ t❤❛t S! ∗ ↑e s✐♠✉❧❛t❡s S · e✿ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②♥t❛① ✇❤❡r❡ st❛❝❦s
❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ t✇♦ s❤❛♣❡s✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✭✷✮ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② r✉❧❡s〈
λx s , T ! ∗ f
〉
→ 〈λx s [x+ T/x] , f〉 ❛♥❞ 〈λx s , ↑e ∗ f〉 → 〈λxµα 〈s , e ∗ α〉 , f〉✳ ■♥ t❤✐s ♥❡✇
s②♥t❛①✱ ❛❧❧ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ st❛❝❦s ✐s ❧♦st✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦♥❧② r❡t❛✐♥s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢
s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t②✿ ❝♦♥t❡①ts ♦❢ t②♣❡ A ⇒ B ❜❡❝♦♠❡ ❜❛❣s ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t②♣❡ A ❛♥❞ ❢✉t✉r❡
❝♦♥t❡①ts ♦❢ t②♣❡ B✳
❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❝♦str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❡
❜r❡❛❦✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ ❝♦♥t❡①ts ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✷❪ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ■♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ st❛❝❦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ [s] ✇✐t❤
t②♣✐♥❣ r✉❧❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥❡t✿
Γ ⊢ s : A | ∆
Γ | [s] : A⇒ B ⊢ ∆
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❖♥❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛♥t ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ∂ θ
∂ x
· t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷❪ s♦ t❤❛t 〈λx s , [t] ∗ e〉 →〈
λx ∂ s
∂ x
· t , e
〉
✱ ✐♥ ❛❞❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ P❉◆✳
❖♥❡ ❤❛s t♦ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❛s❡ ✭❛✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞s✿ st❛❝❦s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ♥♦r ❡r❛s❡❞ ❢r❡❡❧②✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛s t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♠❡❞ ❝✉t ✿ ❧❡t θ ❜❡ ❛♥② s✐♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❢r❡❡ ♥❛♠❡ α ♦❢ t②♣❡ A ❛♥❞ e
❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t②♣❡ A✱ ✇❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡ ♦❜❥❡❝t 〈θ , e〉α s♦ t❤❛t t❤❡ P❉◆ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ 〈µα c , e〉 r❡❞✉❝❡s ✭✉♣ t♦ ∼=✮ t♦ t❤❛t ♦❢ 〈θ , e〉α✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ e✱
✐♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ P❉◆ r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥❛♠❡❞
✶✸
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❬✶✸❪✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣✉r❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s
❝♦♥✢✉❡♥t ❛♥❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ P❉◆❀ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡
♠♦r❡♦✈❡r str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✶✾✱ ❈❤❛♣t❡r ✽❪✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳
❈✉rr❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡✿ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s
❛♥❞ ❇♦✉❞♦❧✬s r❡s♦✉r❝❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✺❪❀ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✏❡q✉❛t✐♦♥✑ S! =
∑n
i=1
1
n! [S]
n✱
✇✳r✳t✳ ❜♦t❤ ❞❡♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷✶✱ ✷✷❪❀ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t❤❡♦r②❀ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱
r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ λ¯µ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇✳r✳t✳ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ❬✷✸❪ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ▼✐❧♥❡r✬s π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬✷✹❪ ✐♥ ❉◆✳
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❬✶❪ ❊❤r❤❛r❞✱ ❚✳✱ ❘❡❣♥✐❡r✱ ▲✳✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ts✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳ ✸✻✹ ✭✷✵✵✻✮
✶✻✻✕✶✾✺
❬✷❪ ❊❤r❤❛r❞✱ ❚✳✱ ❘❡❣♥✐❡r✱ ▲✳✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳ ✸✵✾
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